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Graphisme 3D

Dans cette partie, nous allons aborder le graphisme 3D, c’est a dire les mécan-
ismes de visualisation de scenes 3D ainsi que ceux de la formation d’une image,
en particulier les différentes projections 3D-2D.

Coordonnées homogénes

De la méme maniére que dans le cas plan, nous nous plagons dans I’espace pro-
jectif P3. Un point P de P? est représenté par un vecteur 4x1 de coordonnées
[z, y, z,w], dont une au moins est non nulle. z,y, z et w sont les coordonnées
homogeénes de P.

On retrouve les mémes arguments que dans le cas plan : représentation ma-
tricielle des transformations, ... Les droites sont remplacées par des plans :

O coordonnées homogeénes d’un plan : (a, b, ¢, d),
O dualite point-plan,

O les points a I’infini : (z, y, z, 0) définissent le plan a I’infini

1 Transformations élémentaires

Translations :

OO O
O O = O
O = OO
NS

Rotations : Représentation par les angles d’Euler :
R=R, R, R,

avec .
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y
1 0 0 0
R — 0 cosyp —siny 0
710 siny cosy 0 IIJ/
0 0 0 1 X
z
y
cosgp 0 sing 0
R o_ 0 1 0 0
Y —sing 0 cos¢p 0
|_ 0 0 0 1J i X
¢
z
y
cosf —sinf 0 O}
sinfd cosf 0 0
B=1"%9 0o 10 °
L 0 0 0 lJ X

Propriétés des matrices de rotation :
e det R =1,
e R°' =R

e groupe des rotations non commutatif.

Changements d’échelles :

s; 0 0 0
o s, 00
=10 0 s 0

0 0 0 1
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2 Les projections
Utilité :

e Visualisation 3D (synthése).

e Modélisation des cameéras (vision).
Deux familles de projections :

1. Projections paralléles.

2. Projections perspectives.

Projection paralléle Projection perspective

2.1 Les projections paralléles

La projection se fait dans le plan de projection suivant une direction. 1l existe deux
types de projections paralléles dépendant du fait que la direction de projection soit
perpendiculaire au plan de projection :

1. Projections orthographiques (perpendiculaires).

2. Projections obliques (peu utilisées en analyse et synthése d’images).
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Les projections orthographiques

Le point P se projette au point p suivant la direction d’observation k.

point image

NP P

o :
point objet
X

plan de projection
Soit X et x les vecteurs positions de P et p alors :
x=X — (X.k)k.

On choisit £ = (0,0, 1) et on place le plan de projection en z = 0. Alors la
projection orthographique s’écrit sous la forme matricielle suivante, et a I’aide des
coordonnées homogenes :

S OO
o O = O
S OO O
_ o O O
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2.2 Les projections perspectives
X,y

centrede projection P
\ /

distance focale f

La projection se fait suivant un centre de projection. On place I’origine du
repére au centre de projection et on I’oriente de sorte que le plan de projection ait
pour équation z = f ou f est la distance focale.

Soient Xp, Yp, Zp les coordonnees cartésiennes du point P et z,, y,, 2,
celle du point image p. On a alors les relations :

xp:XX_ZPPf’
yp_ ZPPfa
zp = f.
d’ou I’équation matricielle :
10 0 O
01 0 O
X=1oo 1 o~
00 1/f 0

ou X, X sont les vecteurs de coordonnées homogénes de p et P.

Autre représentation, le plan de projection esta z = 0 et le centre de projection
az=—f:

X =

= o O O

0
0
0
1/f

o O = O

1
0
0
0
Exemple de projection : un cercle

Soit un cercle dans I’espace de rayon r, situé dans un plan paralléle au plan de

projection a une distance Z de ce dernier.
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1. On suppose que le cercle est centré en (0, 0), montrer que sa projection est
un cercle de rayon fr/(Z + f).

2. On déplace le cercle une direction du plan de projection, que devient sa
projection ?

3. si le plan du cercle n’est pas paralléle au plan de projection ?

2.3 Points de fuite

Les droites paralléles qui ne sont pas dans une direction du plan de projection
définissent un point de fuite. Les projections de ces droites s’intersectent en effet
dans le plan de projection, cette intersection étant le point de fuite.

d
\ d
d
point de /
fuite @~

-

centre de
projection

Chague paire de droites paralleles définit un point de fuite différent. Pour un
ensemble de droites appartenant a un plan, les points de fuite parcourent une droite
appelée ligne d’horizon.

De maniére similaire, deux plans paralléles définissent une ligne d’horizon
correspondant a la projection de I’intersection de ces deux plans.
Les points a I’infini correspondent a des directions dans I’espace (cf. cours précé-
dent).

Exercices :
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ligne d’ horizon

1. Déterminez la position image du point de fuite associée a une droite de
I’espace ?

2. Dans quel cas le point de fuite est rejeté a I’infini ?

3. Déterminez I’équation de la ligne d’horizon associée a un groupe de plans
paralleles.

4. Dans quel cas la ligne d’horizon est rejetee a I’infini ?
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point de fuite

Figure 1: Projection & un point de fuite.

y

z . .
SN BE
\ point de fuite

point de fuite

Figure 2: Projection a deux points de fuite.

y
*

= /

point de fuite

Figure 3: Projection a trois points de fuite.
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3 Formation d’images

On se place dans le cas d’images réelles, prises avec un appareil numérique (CCD),
et on cherche a modéliser la transformation scéne <-> image. Celle-ci est com-
posée de différentes transformations :

e projection,
e déplacement rigide,

e changement d’échelles.

et peut donc étre représentée sous forme matricielle.
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3.1 Projection : le modeéle a sténopé

projections paralléles ? perspectives ?

Le modele de caméra le plus utilisé, modéle a sténopé (pinhole) :

oint de
a scene

point
centre Image
optique

/ distance focale axe optique
f

plan rétinien réel plan rétinien

/ L
point image
réel

La matrice de projection correspondante :

10 0 0
01 0 0
P=100 1 o
00 1/f 0

qui représente donc la matrice de transformation du repere de la scéne vers le
repére de la rétine.
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3.2 Capteurs CCD

Pour modéliser les capteurs CCD, on définit les coordonnées pixels (u, v).

(0,0 rille du capteur CCD
v
4 - X
/ Y plan rétinien
y
(uo,v0)
axe optique

Transformation du repére de la rétine vers le repére image :

wu k., 0 0 wug x
(I 0 k, 0 v y
wz | | 0 0 1 0 z

w 0 0 0 1 1

ou:
1. k, et k, sont les facteurs d’échelles en pixels/mm.

_ Ukumm

1/kv
mm Pixel

2. (up,vp) sont les coordonnées en pixels de I’intersection de I’axe optique
avec le plan rétinien.
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3.3 Transformation globale

axe optique

R z distance
C focale

La transformation du repere de la scéne vers le repére image s’écrit :

wu k, 0 0 wug 10 0 O T
wv | | 0 ky 0 v 01 0 O R T Y
wf|l~ 10 010|100 1 0] 2
w 0 0 0 1 00 1/f 0 0001 1

En pratique, on utilise I’expression suivante dans laquelle la troisiéme coordonnée
du point image n’apparait plus (cette coordonnée est constante) :

WY k., 0 wug 10 0 O
(wv)—(o k., vo)-(Ol 0 O)- R T
w 0 0 1 00 1/f 0 00 0 1

wu
WU :iC’-ZP-ET-
w

UFR IMA 13
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soit encore :
WU kof 0wy a:
wy | = 0 kuf v |- R T Z
w 0 0 1 1

wu

1 c
wv | =,C-T
w

— N e R

0 Parameétres intrinseques et extrinséques de la caméra.

0 Une caméra est définie par 10 parameétres dans le cas ou les pixels sont
carrés, 11 dans le cas général.

wu k.f o ug :1:
wy | = 0 kof v |- R T y
w 0 0 1 '1‘

0 Une matrice projective 3x4 correspond a 11 degrés de liberte.

x

wu miy; M1z M1z Mig y
wv = mMa1 Moo Moz MM24 »
w mg31 Mgz 133 Mag 1

0 Calibration de caméras
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4 Applications

4.1 Projection de plans

Nous allons illustrer le principe des projections dans le cas de points coplanaires.
C’est a dire lorsque I’on observe des points appartenant a un méme plan.

4.1.1 Le cas perspectif

Nous supposons, sans perte de géneralité, que les points appartiennent au plan
d’équations z = 0 dans la scéne. Nous pouvons réecrire I’équation de projection
sous la forme :

wu k., 0 wug 10 0 O gn 212 ;’3 x
wo |=| 0 k, vo |- 01 0 O0]- R21 R22 Ty Y
w 0 0 1 00 1/f 1 510321" 1
soit :

wu mi1 M1 Mi3 X

wy | = | M21 M2 Ma3z |- | Y

w m31 M3z Ma3 1

La transformation entre (wu,wv,w) et (x,y,1) est une projectivité plan a
plan, on parle d’homographie.

Exercice :

1. Que peut-on en déduire sur la transformation existant entre 2 projections
perspectives d’une image ?

2. Dans le cas d’une projection orthographique que devient cette transforma-
tion ?
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4.1.2 Le cas orthographique

Nous allons tout d’abord établir I’équation de projection dans le cas orthographique.
Reprenons I’équation de projection precédemment établie, dans le cas orthographique
cette équation peut s’écrire (le plan de projection étant en z = 0 dans le repére de

la caméra) :

i
AN SN AN AN
w 0 0 1 00 1/f 1 00 0 1 )
si I’on fait tendre f vers I’infini :
wu ke 0 ug 1000 - ;
wy | = 0 k, vo |-1 0100 ,
w 0 0 1 0 001 00 0 1 1

Maintenant si nous supposons que les points observés appartiennent au plan
d’équations z = 0 alors I’équation de projection devient :

wu k, 0 wug 1000 2” g” % T
wo | =] 0 Kk, v 0100 R21R22Ty y
w 0 0 1 0001 031 5’2 1" 1
soit ;

wu mi1 Mz Mi3 z

wv = Ma1 Mo Mo3 . Yy

w 0 0 mss 1

[0 Dans le cas d’une projection orthographique, la transformation entre 2 pro-
jections d’une image est une transformation affine.

O Application dans le cas de texture mapping.

Exercice :

e Traitez le cas de points appartenant a une droite.
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4.2 Formation d’images avec OpenGL

transformation

et point de vue T

primitive

projection
y

fenétrage

= |

fenétre graphique
Figure 4: La construction d’une image.

Les différentes étapes de la génération d’une image sont :

1. spécification des primitives a dessiner : les primitives sont définies dan s un
certain repeére,

2. transformation point de vue : une transformation est appliquée aux p rimi-
tives a dessiner. Cette transformation sert a fixer le point de vue des prim
itives ou, en d’autres termes, la position du plan image.

3. Projection : les primitives sont projetées sur le plan image suivant la pr
ojection spécifiée (orthographique, perspective).

4. Fenétrage et numérisation : I’image obtenue est redimensionnée suivant les
tailles de la fenétre graphique et les primitives projetées sont numérisées
sou s la forme de pixels dans la mémoire vidéo.
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Spécifier une projection dans OpenGL consiste a spécifier le volume d’observation.
Bien que non caractéristique des projections, le volume d’observation permet de
définir une région de visibilité de I’espace.

4.2.1 Projection orthographique

direction de projection

h
aﬁlt )
gauche (x)
Z— 0
droit (X
v s ®
bas (y)
/ o
K proche (2) / loin (2)
plan image volume d’ observation

Figure 5: Le volume d’observation d’une projection orthographique

4.2.2 Projection perspective

haut
) y (\
" gauche (x)
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ¢ |
droit (x)
— J
-/ bas(y)
centre de
projection 7
plan image proche (2)

)
volume d’ observation loin (2)

Figure 6: Le volume d’observation d’une projection perspective
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4.3 Calibration de caméras en vision par ordinateur

UFR IMA 19



	Transformations élémentaires
	Les projections
	Les projections parallèles
	Les projections perspectives
	Points de fuite

	Formation d'images
	Projection : le modèle à sténopé
	Capteurs CCD
	Transformation globale

	Applications
	Projection de plans
	Le cas perspectif
	Le cas orthographique

	Formation d'images avec OpenGL
	Projection orthographique
	Projection perspective

	Calibration de caméras en vision par ordinateur


